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UNIVERSITY ) 

I. Einleitung. 

A. Niveaulinien, Stromlinien^ Curven gleicher Stromdichtigkeit. 

Die mathematische Behandlung der Vektorfelder ist 
im allgemeinen ziemlich verwickelt und schwierig; man 
hat deshalb schon. seit langer Zeit gesucht, dieselben auf 
die verhältnismässig einfacheren skalaren Felder zurück- 
zuführen. Die bekanntesten Beispiele dafür bilden die 
allgemeine Massenanziehung sowie die elektrische 
und magnetische Kraft, die man auf einen Skalar, 
das Potential, welches dann im ganzen Raum der 
Laplaceschen Gleichung genügt, zurückführen kann. 
Diesem Potential kommt auch eine anschauliche Bedeutung 
zu, es repräsentiert die Arbeitsfähigkeit, es ist gleich der 
Arbeit, die geleistet wird (oder gleich dem Negativen 
dieser Arbeit), wenn ein Körper der Masse oder Ladung 1 
bis in unendliche Entfernung gebracht wird. Die Ver- 
teilung des Potentials veranschaulicht man geometrisch 
durch sogenannte Niveauflächen, d. h. Flächen, auf 
denen das Potential einen konstanten Wert hat. Man 
findet dann die Kraft als Gradienten des Potentials. Dieser 
Gradient hat als Vektor an jeder Stelle eine bestimmte 
Richtung und eine bestimmte Grösse. Man kommt daher 
dazu, nach Curven zu fragen, deren Richtung überall mit 
der des Gradienten, also der der Kraft zusammenfällt, 
welche Linien man deshalb passend Kraftlinien nennen 
wird. Eine andere Art von Curven wird es geben, die 
so beschaffen sind, dass auf ihnen der Tensor des Vektors 
Kraft, also deren Grösse, konstant ist; dies wären also 
Curven gleicher Kraft. In der Hydrodynamik kommt 
eine Funktion vor, die ganz das Analoge leistet wie in der 
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Mechanik, der Elektrizität und dem Magnetismus das Potential 
und die Helmholtz^) deshalb das Geschwindigkeits- 
potential genannt hat, Geschwindigkeitspotential des- 
halb, weil hier der Gradient, auf den alles ankonmit, die 
Geschwindigkeit der einzelnen Wasserteilchen ist, während 
dem Geschwindigkeitspotential an sich keine unmittelbare, 
anschauliche Bedeutung zukommt. Den Kraftlinien ent- 
sprechen hier Curven, deren Richtung mit der Richtung 
der resultierenden Geschwindigkeit der Wasserteilchen 
zusammenfällt, man nennt sie Stromlinien. Man darf 
sie nicht mit den Bahnlinien oder den Bahnen verwechseln, 
die ein Flüssigkeitsteilchen durchläuft. Die Bahnlinie 
enthält die Bahnelemente eines Teilchens zu verschiedenen 
Zeiten nacheinander; die Stromlinie enthält dagegen die 
Bahnelemente verschiedener Teilchen zu einer Zeit. Nur 
wenn die Bewegung von der Zeit unabhängig ist, also 
bei stationären Strömungen, werden beide Arten von 
Curven identisch ; die Curven sind dann an den Ort ver- 
haftet. Diejenigen Curven endlich, auf denen die Grösse 
der Geschwindigkeit konstant ist, sind Linien gleicher 
Stromdichte. Die Resultate, die das Strömen einer 
wirklichen Flüssigkeit betreffen, kann msCn wörtlich auf 
das Strömen von elektrischer Flüssigkeit oder 
vonWärmestoff übertragen, wobei es selbstverständlich 
auf die sinnlichen Bilder nicht ankommt. Bei der Elek- 
trizitätsströmung erhalten wir sls entsprechende 
Flächen bezw. Curven die glei chen Potentials, 
Curven, die überall die Richtung des Potentialgefälles 
haben, und Curven gleicher elektrischer Strom- 
dichte; bei der Wärmeströmung Flächen und Curven 
gleicher Temperatur, Isothermen, Wärmestromlinien 
und Curven gleicher Stromdichtigkeit der Wärme. 
Man bemerkt, dass bei der Wärme dem Skalar Tempe- 
ratur eigentlich die ursprünglichere Bedeutung zukommt. 



') H. V. Helmholtz, Grelles Journal 55, p. 25. 1858. Wiss. Abh. 1, 
pa^. 101. 



B. Experimentelle Venvirklichung solcher Curven. 

Man hat nun versucht, Gebilde der angegebenen Arten 
auch experimentell darzustellen: Das ist aber nicht bei 
allen möglich oder gut ausführbar. Bei der allgemeinen 
Gravitation hat man ausser der Figur einer ruhenden 
Wasserfläche keine andere Veranschaulichung einer der 
3 Arten von Curven zu Stande gebracht. Den Kraftlinien 
des Gravitationsfeldes wird ein mit starker Reibung fallender 
Körper folgen, wenn nämlich die Reibung so stark ist, 
dass für die Bewegung in einem Punkt immer nur die 
dort erhaltene Beschleunigung, die natürlich die Richtung 
der Kraft und der Kraftlinien hat, massgebend ist. Eine 
solche Bewegung ist (und dies ist die innerste Ursache 
für die Gültigkeit des Ohmschen Gesetzes) auch diejenige 
der strömenden Elektrizität (vergl. Boltzmann, Vorles. 
üb. d. Maxwellsche Theorie, Leipzig, Joh. Ambr. Barth, 
1893, Bd. II, pag. 27. § 7). • Infolgedessen stimmen bei 
stationären elektrischen Strömen die Stromlinien mit den 
Kraftlinien überein. Während beim Magnetismus die 
Demonstration von Kraftlinien altbekannt ist, hat für 
elektrische Kraftlinien zuerst Herr Dr. Seddig ^) 
das entsprechende Experiment mit vollem Erfolge ange- 
stellt, indem er statt des Eisenpulvers in Luft, Suspensionen 
von Chininsulfat und Glycin in Terpentinöl benutzte, oder 
auch Kohlepulver in geschmolzenem Paraffin, welch' 
letztere Herstellung noch den Vorteil hatte, dass sie sich 
von selbst fixierte. In der Hydrodynamik ist es bis- 
her nur gelungen, die Bahnlinien einzelner Flüssigkeits- 
teilchen zu zeigen, indem man diesen eine andre 
Färbung als ihrer Umgebung gibt. Riecke und Krüger*) 
erreichten das, indem sie einfach kleine Fuchsinkryställchen 
in die sich bewegende Flüssigkeit brachten. 



*) M. Seddig, Inaugural-Dissertation, Marburg* 1902. Drudes 
Ann. 11. pag. 815. 1903. 

«) Riecke, Gott. Nachr. pag. 355. 1888. 
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Für elektrische Ströme hat Kirchhoff ^) zwei 
Methoden angegeben, die gestatten, die Niveaulinien, 
Curven gleichen Potentials, und die gleicher Stromdichte 
bei Strömung in Platten punktweise zu finden. Um zu 
sehen, ob zwei Punkte gleiches Potential haben, verbindet 
er sie durch ein Galvanometer, das in diesem Fall keinen 
Ausschlag zeigen darf. Nach der anderen Methode hängt 
man eine kleine Magnetnadel dicht über die zu unter- 
suchende Platte und führt sie darüber weg. Die Nadel 
lässt durch ihre Ausschläge die Stärke des darunter- 
f liessenden Stroms erkennen. Aber erst Mach^) hat ein 
Verfahren angegeben, welches mit einem Schlage die 
Curven gleicher elektrischer Stromdichte in ihrer ganzen 
Ausdehnung gibt. Er überzog ein dünnes, kreisförmiges 
Silberplättchen mit einer zarten Wachsschicht, die eine 
Lösung von Wachs in Äther beim Verdunsten des letzteren 
zurückliess ; den Strom leitete er an den beiden Endpunkten 
eines Durchmesser zu und ab ; dann wird, wie wir weiter 
unten sehen werden (Seite 26), der Rand der Platte eine Strom- 
linie ; der Strom bringt das Wachs teilweise zum Schmelzen, 
die Abschmelzkurven, in Machs Falle Lemniskaten, bleiben 
auch nach dem Erkalten sichtbar und entsprechen, wie 
wir sogleich sehen werden, den Curven gleicher elektrischer 
Stromdichte. Denn je dichter der Strom, um so grösser ist die 
entwickelte Joulesche Wärme und um so grösser die dadurch 
bewirkte Temperatursteigerung. Zu bemerken ist, dass 
die Dauer des Machschen Versuches nur 1 — Vji Sekunden 
betrug, so dass also in dieser kurzen Zeit wohl die Elek- 
trizitätsströmung, nicht aber die Wärmeströmung stationär 
geworden war. Mach glaubte auch dieser kurzen Versuchs- 
dauer wegen von Wärmeverlusten an die Umgebung der 
einzelnen Plattenstellen absehen zu können, so dass also 
die erhaltenen Isothermen direkt die Curven gleicher 
elektrischer Stromdichte gäben. Hierher gehören auch 



G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 64 pag. 467, 1845, 67 pag. 344, 1846. 
2) Mach, Rep. für Experimentalphysik u, s. w. Bd. 6 pag. 10, 1870. 
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die vielerörterten Xobil i sehen undGuebhardschen *> 
Ringe, von denen Voigt*) sehliesslieh gezeigt hat, dass 
sie Curven gleicher Stromdichte entsprechen; alleixlings 
ist die Stromverteilung dabei nicht ganz einfach. Man 
erhält sie, indem man in einem Elektrolyten (Guebhai^d *) 
benutzte essigs. Cu und Pb.) eine oder mehrere Nadeln^ 
die mit dem einen Pol einer Stromquelle verbunden sind, 
einer den andern Pol repräsentierenden Metallplatte 
gegenüberstellt. Durch Elektrolyse wird sich eine Substanz 
auf der Platte abscheiden, und zwar je nach der Dichte 
des Stroms in grösserer oder geringerer Dicke, und dort 
den Newtonschen Farbenringen analoge Erscheinungen 
geben. 

Bei der Wärmeleitung lassen sich nur die Iso- 
thermen experimentell leicht darstellen; Senarmont*) 
war der erste, der Isothermen durch Schmelzcurven von 
Wachs darstellte; Röntgen^) behauchte eine Platte, liess 
die Hauchschicht sich zum Teil um eine Wärmequelle 
herum verdunsten und erhielt eine Isotherme als Begren- 
zung des Hauchtiberzugs ; durch aufgesti'eutes Lycopodium- 
pulver, das nur an den behauchten Stellen hängen blieb, 
konnte er die Erscheinung fixieren. 

Voigt ^) benutzte die Senarmontsche Methode; da- 
durch dass er aber dem Wachs einen Zusatz von Elaidin- 
säure gab, machte er die Methode so scharf, dass sie ihm 
zu sehr genauen Messungen der Wärmeleitungskoefficien- 
ten von Krystallplatten dienen konnte. 

Die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung ist nun, 
mehrere Fälle von Wärmeleitung in Platten so zu demon- 



Gu6bhard, compt. rend. 90 p. 984. 1880. 
«) W. Voigt, Wied. Ann. i7 p. 257, 1882; 19 p. 183, 1883. 
^) Guebhard, 1. c. 

*) Senarmont, H. de, Ann. de chim. et de phys. S6r. 3 XXI, 
pag. 457, Pogg. Ann. 73 pag. 191. 

*) Röntgen, W. C, Pogg. Ann. 151 p. 603. 1874. 
«) W. Voigt, Wied. Ann. 60 pag. 350, 1897. 
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strieren, dass sie auch einem grösseren Auditorium gut 
sichtbar werden. Auf Veranlassung von Herrn Prof. Dr. 
Richarz hatte schon Herr Dr. C. Seargent mehrere 
diesbezügliche Versuche gemacht. Nachdem aber Herr 
Dr. C. Seargent wegen Übernahme anderer Tätigkeit 
obige Versuche aufgeben musste, veranlasste Herr Prof. 
Dr. Richarz den Verfasser zur weiteren Behandlung dieses 
Themas und hat die erzielten Demonstrationen bereits 
der Marburger ^aturforschenden Gesellschaft vorgeführt 
(siehe Sitz.-Ber. vom Juli 1905, pag. 93). 
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IL Theorie. 



Die Wärmeleitung in festen Körpern geschieht nach 
der Gleichung: 

^) Öx ^ 8y^ dz ~ ^öz' . 

wo qx qy q« die Componenten des Wärmestroms, s die 
Dichte, c die specifische Wärme des Körpers bezeichnet, 
^ ist die Temperatur, t die Zeit. 

Wenn wir es mit stationären Zuständen zu tun 
haben, so wird die rechte Seite der Gleichung Null, da 
ja keine Differentialquotienten nach der Zeit vorkommen 
dürfen. Die einfache Gleichung: 

öq^öq^eq^ 

2) 8x ^ 8y ^ 8z ^' 

die man so erhält, sagt aus, dass die in ein Raumelement 
der Grösse 1 während der Zeit 1 eingetretene Wärme- 
menge gleich der während derselben Zeit daraus ausge- 
strömten ist. Man setzt nun die Componenten des Wänne- 
stroms 

8^ , 8^ , dd' 

-^ qx = an -nr— + ai2 ^ — + ^is ^ — 

^ 8x ' 8y 8z 

d^ , 8^ , 8^ 

3) - qy = a2i ^ + a22 g^ -f a^s ^. 

8^ , 8^ , d^ 

— q, = asi ö — + a32 ^ — + ass ^ — • 

^ 8x 8y 0z 

hierbei sind die aik Constante des Körpers und haben 
für homogene Substanzen, mit denen wir uns im folgen- 
den nur beschäftigen wollen, im ganzen Körper ein und 
denselben Wert, sind also keine Coordinatfunktionen. 
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Besonders einfach gestaltet sich nun die Gleichung 2, 
wenn die Temperatur in einer gewissen, etwa der z-Rich- 
tung parallelen, Graden denselben Wert hat, dann wird 
die Abhängigkeit von z ganz herausfallen, wir bekommen 
ein sogenanntes ebenes Wärmeleitungsproblem. 
Diesen Fall wird man annehmen können bei der Ver- 
breitung der Wärme in sehr dünnen Platten, da wohl 
hier nur sehr kleine Temperaturunterschiede in der ge- 
ringen Dickenausdehnung vorhanden sein werden. 



A. Die Wirmeleitungsgleichung für isotrope Platten. 

In einem einfachen Fall, dem Fälle, dass der Körper 
isotrop ist, kann man an Stelle der Gleichungen 3 er- 
fahrungsgemäss setzen 

^^ - ^^ = '^ ^^ - ^^ = '^ 87' "^ ^' = ^ Ö^^ 

wo k ein positiver Proportionalitätsfaktor ist, den man 
den Wärmeleitungskoefficienten nennt. Zunächst 
geht daher unsere Gleichung 2 über in die bekannte 
Laplacesche Gleichung ^^ = 0, da aber nach unserer 
Annahme q^ = 0, erhalten wir^) 

Unsere Annahme, dass die Temperatur nicht abhängig 
von z sei, dass also die Componente des Wärmestroms 
qz == ist, kann erfüllt sein, wenn das Medium nach 
der z-Richtung unbegrenzt oder durch zwei Ebenen z = 
const. begrenzt ist, die aber einen Wärmedurchgang nach 
aussen nicht gestatten. Wenn keins von beiden ange- 



^) Die Behandlung der analogen Differentialgleichung für die 
transversale Verschiebung einer elastischen Membran siehe Riemann- 
Weber, die partiellen Differentialgleichungen der math. Physik, 
Bd. II, Braunsehweig 1901, pag. 270-277. 
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nommen werden kann, ist wohl zu bemerken, dass wir 
auf die Grenzbedingungen noch Rücksicht zu nehmen 
haben, also auf Wärmeleitung und Wärmestrahlung nach 
aussen.^) Man pflegt nun gewöhnlich mit Hilfe von 
Funktionen einer complexen Variabelen x + iy partiku- 
läre Integrale dieser Gleichung 

zu suchen ; denn sowohl der reelle als auch der imaginäre 
Teil einer jeden solchen Funktion genügt derselben. 
Man kann aber auch noch auf einem anderen methodi- 
schen Weg zu wichtigen dieser Lösungen kommen, wie 
dies z. B. Helmholtz*) in seinen Vorlesungen über die 
Theorie der Wärme getan hat. 



1. Zwei panktförmige Qoellen. 

Untersuchen wir zuerst, ob es nicht* eints Lösung ^ 
gibt, die nur Funktion des Abstandes q von einem Punkte, 
sagen wir dem Nullpunkte des Coordinatensystems, ist. 
Dann werden die Kreise um den Nullpunkt Isothermen 
sein, die Wärmeströmung geschieht radial und zwar, wenn 
die inneren Kreise der höheren Temperatur entsprechen, 
von innen nach aussen, die Stromlinien verlaufen in 
Graden durch den Nullpunkt. 

Die partielle Differentialgleichung 

a x2 + 8 y2 "" 
muss in unserem Falle in eine totale für ^ = f {q) über- 



*) Herrn Dr. F. A. Schulze ist es inzwischen auch gelungen, 
Probleme dieser Art auch mit Berücksichtigung dieses Wärmever- 
lustes zu lösen. 

') H. V. Helmholtz, Vorlesungen über theoret. Physik. Bd. VI. 
Theorie der Wärme, herausgegeben von Franz Richarz. Leipzig 
1903. Seite 66. 
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gehen, wo p« = x* + yS woraus q ^= x und p ^-^ = y 

folgt. Es wird dann -k— r + -q— r == — :r le^J— ) = 0. 

dx* 0y* () d? V dp/ 

Also an Stelle von z/^ — tritt in diesem Falle 



Q -= — ) = 0, woraus durch Integration 



dp V"' d () 

d^ , d^ A 

6^) ^ ^d7 = ~^'di ^=-7^ 

6) ^ = C— A log Q. 

A und C sind willkürliche Constanten. Wenn die 
Strömung von innen nach aussen gerichtet sein soll, 
muss A positiv sein. Durch A ist, wie aus 6 a ersichtlich, 

d^ 
der Wert von -z — , also des Temperaturgefälles und da- 
mit derjenige (Jer Stromdichtigkeit bestimmt. Im Null- 
punkt, also für Q = 0, wird die Richtung des Wärmestroms 
unbestimmt, seine Dichtigkeit unendlich gross, der Wärme- 
strom würde aus dem Nullpunkt nach allen Richtungen 
hin herausdringen. Das ist physikalisch unmöglich; wir 
denken uns daher aus der Platte einen kleinen Kreis um 
den Nullpunkt ausgespart; dann geschieht die Wärme- 
zufuhr aus dem Innern dieses Kreises her, etwa, indem 
die Kreislinie auf konstanter erhöhter Temperatur erhalten 
wird. Kennt man die constante Temperatur und etwa 
noch diejenige eines anderen Isothermenkreises, so sind 
damit die Constanten A und C bestimmt aus zwei linearen 
Gleichungen. Der betrachtete Fall regt weiter an zu der 
Annahme, dass wir zwei Einströmungspunkte haben, die 
in einem rechtwinkligen Coordinatensystem auf der x-Axe 
liegen mögen in der Entfernung -f- a und — a vom Null- 
punkt. Hier führt folgende Bemerkung schnell zum Ziel. 

Die Gleichung -^—j + -^-j = ist eine homogene lineare 
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Differentialgleichung, infolgedessen erhält man durch 
lineare Verbindung zweier Integrale wieder ein Integral 
der Gleichung. Nehmen wir also die beiden 

^1 = Gl — Ai log Qi 

^2 = G2 — Aa log Q2j 

wo die Buchstaben ganz analoge Bedeutung wie oben 
haben, von denen wir nachgewiesen, dass sie der 
Differentialgleichung genügen, so wird uns 

x^l + iJ^2 = Gl + G2 — Ai log Ql — A2 log Qi 

wieder eine Lösung darstellen ; wir sehen, dass dies Problem 
erst bestimmt ist, wenn man drei Isothermen kennt; 
C = Gl + G2 repräsentiert eine überall in der Platte 
gleiche Temperatur, die sich ungestört über die übrige 
Temperaturverteilung darüber lagert ; wie bei dem ersten 
Fall erkennt man auch hier, dass in den Punkten qi = 0, 
Qi = die Lösung versagt, hier liegen Quellen, deren 
Stärke von den Gonstanten Ai und A2 abhängt; wenn 
wir annehmen, dass die Stärke derselben gleich, dass also 
Ai = A2 = A ist, so können wir unser Integral einfacher 
schreiben : 

8) . ^ = G — A log (Ql Q2\ 

welches nun die gesuchte Form hat. Man kann die 
Isothermen unmittelbar angeben, sie haben die Gleichung 
log (qi Qu) = Gonst. d. h. 

9) Qi Qi = c2, 

wo wir die Gonstante gleich als das Quadrat einer reellen 
Grösse, also als positiv angesetzt haben, da die beiden 
Entfernungen immer in ihrer positiven Richtung genommen 
werden sollen. Bekanntlich ist durch die Gleichung 9, 
wenn wir der Gonstanten immer andre und andre Werte 
beilegen, eine Schar von Gassinischen Gurven oder Lem- 
niskaten dargestellt, die ja der geometrische Ort sind für 
alle Punkte, für die das Produkt der Entfernungen von 
zwei festen Punkten einen constanten Wert hat. 

2 
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Fig. 1. Zwei Einströmungspunlcte, Lemniskaten 

Fig. 1 gibt ein Bild einiger dieser Curven und zwar 
von solchen, deren spezielle Bedeutung noch weitet unten 
zu erörtern sein wird. In rechtwinkligen Coordinaten 
lautet die Gleichung: 

(?i . (?2 = K(x + a)2 + y2 K(x ~ a)^ + y« = c^. 
Zunächst ist klar, dass die Curven bei endlichem a 
und c ganz im Endlichen verlaufen. KSuchen wir die 
Schnittpunkte mit den Coordinatenachsen, so sehen wir, 

dass für y -- X = + Fe* + a* oder x =- + Ka* — c* 
wird, die Curven schneiden also die X-achse in vier 
Punkten, aber wenn c^ > a^, sind zwei Schnittpunkte 
imaginär, im Grenzfall c* = a* erhalten wir zwei Schnitt- 
punkte gemäss dem ersten Wert und aus dem zweiten 
Ausdruck den Nullpunkt des Coordinatensystems als 
doppelt zu zählenden Schnittpunkt. Für x = o wird y 

= + Kc* — a^ oder y = ± K— (c^ + a^) ; zwei Schnitt- 
punkte sind hier immer imaginär, ist c* < a* dann haben 
wir überhaupt keine reellen Schnittpunkte, dann kommen 
die Curven gar nicht an die Y-achse heran und da sie, 
wie aus der Gleichung unmittelbar hervorgeht, zu beiden 
Achsen symmetrisch sind, bestehen sie aus zwei getrennten 
Stücken, Ovalen, die sich um die Brennpunkte herum- 
legen; ist c^ = a^, so erhalten wir, wie schon oben 
bewiesen wurde, den Nullpunkt als doppelt zu zählenden 
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Schnittpunkt, die beiden Curvenstücke kommen also hier 
gerade so weit an einander heran, dass sie sich in einem 
Punkt auf der Y-achse treffen, diese singulare Curve ist 
die eigentliche Lemniskate. Die Curven, für die c* > a'^ 
ist, schneiden die Yachse in zwei reellen Punkten in der 
Entfernung y = + vc^ — a^ vom Nullpunkt; wenn also 
c* >> a* aber noch < als 2 a* ist, so ist die Grösse dieser 
Entfernung y zwischen Null und + a bezw. Null und 
— a gelegen, aber wenn c^ > 2a^, so ist auch diese 
Eötfernung des Schnittpunkts > a (absolut genommen). 
Die Curven der ersteren Art, für die also a' <C c* <; 2a^, 
haben eine Einschnürung an der Stelle, wo sie die Yachse 
schneiden, also in der oberen Halbebene ein Minimum, 
während dort die Curven, für die c^ > 2a^ ist, ein 
Maximum haben. Während nämlich an der betr. Stelle 
der erste Differentialquotient verschwindet, hat der zweite 

den Wert — 'v ^ — j «7. der in der Tat f ür o <1 y < a 

y (y + ^) 

positiv und für y > a negativ, im Grenzfall, wo also 
c^ = 2a^, y = + a ist, wird auch der zweite und sogar 
der dritte Differentialquotient noch Null an dieser Stelle. 

Wenn man, um das zu verificieren, die Differential- 
quotienten explicite oder implicite auf gewöhnlichem Wege 
von dem analytischen Ausdruck der Curvengleichung bilden 
wollte, würde das zu umständlichen Rechnungen führen, 
man tut daher besser, y in eine nach Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe zu entwickeln, die für kleine x giltig 
ist. Wir legen unmittelbar die Gleichung der speziellen 
Curve zugrunde, für die c^ = 2si^ ist. Es wird dann, 
wenn wir den Ausdruck gleich in der Form schreiben, 
bei der man den binomischen Satz gewöhnlich anwendet : 

und unter Vernachlässigung der höheren Pontenzen von 

2* 
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— bei Entwicklung nach dem binom. Satz, wobei nur 
das + Zeichen brauchbar ist, wenn y reell sein soll: 

y« = a« |l — T ä*"j ^^^ 

y = a |1 - ^ ^J 

bei nochmaliger Entwicklung nach dem binom. Satz, wenn 

wir wiec 

lässigen 



wir wieder höhere Potenzen von — als die 4. vernach- 

a 



f 1 X* 

y = a Jl - -g- ^ -t- . . . 

Hier ist offenbar die Wahl des Vorzeichens der Wurzel 
gleichgiltig. Die Convergenz der vorkommenden Reihen 
folgt unmittelbar aus der Bemerkung, dass 

x« 

Wenn man noch bemerkt, dass die Reihe 1 + 2^ + 3 d^H-.. 
für d < 1 konvergiert, so ist die Convergenz auch der 
Reihen für die Ableitungen ersichtlich. 

Für X = o wird zunächst y = a, wie wir schon direkt 
aus der Curvengleichung sahen; es wird ferner 

dy X« 



dx 2a^ 

d»y _ 3x^ 
d x2 2 a^ 

d»y ^ _ _^ 
dx^ a* 

d*y 3 



also für X = zu Null, 
also für X = zu Null, 
also für X = zu Null, 
also für X = von Null 



dx* 
verschieden. 

Die Curven, für die a* < c^ < 2a^ ist, haben also 
etwa die Form eines Biskuits, während die Curven mit 
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der noch grösseren Constanten ellipsenähnliche Gestalt 
annehmen. 

Eine Hilfe für die Vorstellung respective für die 
Zeichnung der Figuren leistet hierbei die Bemerkung, 
dass die höchsten Punkte aller dieser Curven bekanntlich 
auf einem Kreise um den Nullpunkt mit dem Radius a 
liegen. Denn man findet nach der gewöhnlichen Methode 
(indem man den ersten Differentialquotienten gleich Null 
setzt und den zweiten auf sein Vorzeichen hin an den in 
Betracht kommenden Stellen untersucht), dass ausser dem 
Maximum (bezw. in der unteren Halbebene Minimum) 
mit der Abscisse Null noch Maxima (bezw. Minima) an 
den Stellen y* == a* — x*, also y = i Ka* — x* liegen. 
Der Radius vektor eines solchen Punktes hat also die Länge 
r^ = X* -f- y* = a*, d. h. aber ja, alle diese Punkte liegen 
auf einem um den Nullpunkt mit dem Halbmesser a be- 
schriebenen Kreis. 

Wenn wir die Stromlinien zu Isothermen finden wollen, 
so können wir ganz allgemein folgendes bemerken. Sei 
^ — const. = die Gleichung einer Isotherme, n die 
Normale zu ihr, so ist 

cos (nx) : cos (^ y) = g^ : g^. 

und wenn wir uns auf homogene isotrope Körper be- 
schränken, vermöge Gleichung 4 

= qx : qy ; 
ist nun r die Richtung und q, die Grösse des resultieren- 
den Wärmestroms, so dass also 

qx : qy = cos (rx) : cos (ry) 

ist, so erhält man schliesslich 

cos (nx) : cos (ny) = cos (rx) : cos (ry), 

d. h. die Richtung des Wärmestroms r steht senkrecht 
auf den Isothermen, die Stromlinien sind also die ortho- 
gonalen Trajektorien, rechnen wir für unseren Fall die- 
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selben aus: bezeichnen wir der Abküraung halber die 
Gleichung der Leraniskatenschar mit 

f = K(x + a)^ + y» K(x - a)2 + y« — c« = 0, 
so werden die orthogonalen Trajektorien gegeben durch die 
Gleichung 

^— : ^— = dx : dy, 

also in unserem Falle durch 

X (x^ + y^ ~ a«) : y (x^ -f y* + ^) «? dx : dy 
oder y (x^ + Y* + a^) d x -}- (a* — x* — y*) x d y = 0; 

durch Hinzufügung des Multiplikators g ^ wird die 

Ä X y 

linke Seite ein vollständiges Differential ujid zwar wird 



I -"1^2 „__ xt8 __ Q« "^ v^ __ %t5I oÄ 

d -^ ^ } = oder - — ^ = const. 

l 2xy ) 2xy 

Dies ist also die Gleichung der gesuchten Stromlinien, die 
demnach die Schar aller gleichseitigen Hyperbeln sind, 
welche durch die Brennpunkte der Lemniskaten y = 0, 
X = + a hindurchgehen. Man kann sich ihre Gestalt leicht 
vorstellen, wenn man bedenkt, dass der Verlauf der 
Kraftlinien zweier gleichnamigen magnetischen Pole in 
den gewöhnlichen Kraftlinienbildern ^) nahezu derselbe ist. 
Indessen ist zu beachten, dass die Kraftlinienbilder nur 
einen ebenen Durchschnitt durch den Kraftlinienverlauf 
darstellen, der ja an sich ein dreidimensionales Problem 
ist, während das imsrige ein zweidimensionales, ebenes isj;. 
Ein anderer Fall physikalischen Vorkommens ^v 
selben Hyperbeln sind die sämtlichen Lagen der schwarzen 
Curven, welche die Lemniskatenfiguren von optisch zwei- 
axigen Krystallplatten, in konvergentem Licht in Richtung 
der Mittellinie betrachtet, durchziehen. ') 

^) C. f. z. B. F. Richarz, Neuere Fortschritte auf dem Gebietß 
der Elektricität, 2. Aufl., Seite 90. 

C. f. z. B. Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik, Bd. If, 
herausg. von K. Hensel, pag. 261, 262. 
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h Zwfti UnitPf^fnig« QiiilUa und S^nkio. 

Denkt man »ich die beiden Quellen, also die beiden 
Brennpunkte der Lemniakaten, in unendliche Entfernung 
gerückt und nur den mittleren Teil der Figur, etwa ein 
Quadrat davon betrachtet, so erhält man folgenden Ver- 
lauf der Isothermen: schreiben wir die Gleichung der 
Lemniskatenschar in der Form 

y* + 2 y« (x« + a») +(x» — a«)* = c* 
y« = — (X» + a«) +K4x2a« + c*. 

Wenn wir Figuren erhalten wollen, die bei a = oo 
im Endlichen verlaufen, für die also x und y endlich sind, 
so sehen wir, dass es nötig ist, auch den Parameter c 
unendlich werden zu lassen und zwar, wie aus dem Vor- 
stehenden hervorgeht, von derselben Ordnung wie a. Wir 
können deshalb die Wurzel in der Gleichung 

y2 = — (x« + a*) + Vi • X« a* + c* 



nach dem binomischen Satze entwickeln und erhalten so 



2 



y" = - (x».+ a») ^ c» + ax«-^, 

a^ 
aus dieser Gleichung sieht man, dass neben — 5- auchc^ — a^ 

endlich sein muss, c* — a* == k, wo k eine endliche 

a^ 
Constante bezeichnet, woraus dann folgt, dass —j — 1=0 

ist und, dies eingesetzt, geht die Gleichung der Lemnis- 
katen über in y^ = x^ + c^ — a^ oder y^ — x^ =^ k. Wie 
man durch differenzieren unmittelbar erkennt, genügt die 
Lösung 
10) ^ = x^ - y« 

auch der Laplaceschen Gleichung. Die Isothermen, die 
zu diesem Problem gehören, x* — y' «? const. sind eine 
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Schar gleichseitiger Hyperbehi, deren gemeinsame Asym- 
ptoten die Winkelhalbierenden der Quadranten sind, die 
auch selbst zu der Schar gehören, (confer Figur 2, in 




Fig. 2. Zwei Seiten der quadr. Platte au! höherer Temp., gleichseitige Hyperbeln. 



welcher die Winkelhalbierenden und eine Curve von 
jeder Schar gezeichnet sind) für Const. = wird nämlich 
X» — y2 = (x + y) (x — y) = 0, x + y = und 
X — y = stellen ja die Winkelhalbierenden dar. 

Von derselben Degeneration der Mitte einer Schar 
Cassinischer Curven kann man auch folgende optische 
Anwendung machen. Die Schar der Isochromaten einer 
optischen zweiaxigen Krystallplatte im Polarisations- 
apparate bei convergentem Licht sind Cassinische Curven, 
wenn die Axenaustritte im Gesichtsfelde liegen und die 
Richtung der Halbierungslinie der beiden Axen die mitt- 
lere Blickrichtung ist. Hält man letztere fest auch bei 
einer anderen Krystallplatte, deren Axenwinkel gross ist, 
so dass die Austritte weit ausserhalb des Gesichtsfeldes 
fallen, so erhält man als Isochromaten eine Schar gleich- 
seitiger Hyperbeln. 

Man erkennt leicht, dass hier die orthogonalen Tra- 
jektorien die Gleichung xy = const. haben, die Strom- 
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linien sind also 2 Scharen gleichseitiger Hyperbeln, deren 
Asymptoten die Coordinatenaxen sind. Die Strömung 
geht etwa von positiv und negativ unendlichen Werten 
des X aus und ist nach solchen des y hingerichtet. Das 
liesse sich beispielshalber verwirklichen bei einer sehr 
grossen quadratischen Platte, bei welcher das eine Paar 
gegenüberliegender Kanten auf einer höheren, das andre 
Paar auf einer niedrigeren Temperatur erhalten wird. 



3. Eine pnnktfdrmige Qnelle eine SenlLt. 

Genau so wie wir pag. 17 zu einem Integral kamen, 
das dem Fall zweier Einströmungspunkte entspricht, 
. kommen wir zu einem Integral, welches einen Ein- und 
einen Ausströmungspunkt bedeutet, wenn wir die beiden 
Lösungen 7, statt sie zu addieren, subtrahieren; nehmen 
wir gleich an, dass die beiden Quellenstärken Ai = A2 
= A sind, so wird 

11) ;> = C — A log ^1 + A log (>2 = C — A log -^. 

In diesem Falle hat also die zweite Quelle eine nega- 
tive Stärke, d. h. sie ist eine Senkstelle, in ihr ist die 
Temperatur tiefer als rings in ihrer Nachbarschaft. Die 
Isothermen, die dieser Lösung entsprechen, sind Curven, 
für deren Punkte der Quotient der Entfernungen von 
zwei festen Punkten einen konstanten Wert hat, das sind 
Apollonische Kreise; einen Kreis in dieser Schar gibt es, 
der in eine Grade degeneriert, und zwar ist diese Grade 
das Mittellot auf der Verbindungslinie der beiden Punkte. 
Der ganze Vorgang wird sich nun nicht ändern, wenn 
man sich die Platte in dieser Graden entzweigeschnitten 
denkt, falls man nur Sorge trägt, dass an der Schnitt- 
kante die Temperatur den konstanten Wert behält. 

Rechnen wir auch für diesen Fall die Stromlinien aus, 
so haben wir in die Gleichung der orthogonalen Trajek- 
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tone^ ^— : ^— == d x : (i y, wo für ö— und ö— ihre aus 

c X ö Y "^^ dx öy 

^ ^n KÜ+a)^ + y"^ 

f = — = -^ , „ = const. 

durch Differentiation folgenden Werte einzusetzen. An- 
statt dessen können wir aber auch die quadrierte Gleichung 
f* = const. differenzieren, da hierdurch nur der Faktor 
2f hineinkommt, der sich von selbst wieder heraushebt. 
Es wird 

^f _ — 4a (3^2 — a^ - y«) 



2f 



ßx {(X - a)^ 4- y*}^ 



2fö_f_ -8axy 



0y {(X — a)^ + y2)2 
und für die Gleichung der ortbogen^len Trajekterien er- 
hält man 3xydx + (a^ + y^ — x^) dy = 0; nach 

Erweiterung mit dem Multiplikator ^ wird die linke 

^ a y 

i^ -j- v^ a*l 

Seite ein vollständiges Differential d \ j, 

l 2ay J 

wovon rnan sieb durch Differenzieren der Faktoren von 

dx und d y nach y be^w. % leicht überzeugt. Pie Gleichung 

der Stromlinien erhält man durch einmalige Integration, 

es wird 

12) x^ -f y2 - - 2 K a y — a^ = 0, 

wo K die Integrationskonstante ist ; diese Gleichung stellt 
ein Kreisbüschel dar, welches die Punkte y = 0, x = + a 
zu Grundpunkten hat. Bei diesem Falle haben auch die 
Curven gleicher Stromdichte eine einfache Form; die 
Grösse der resultierenden Strömung ist qr = Kq»^ +■ qy^ 
die gesuchten Curven müssen also die Gleichung 
qr = const. oder qx* + qy^ = const. oder vermöge Glei 
chung 4 
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(s^) + (ey) = ^**^''*- 



haben. 
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Setzen wir dies in die Gleichung der Curven ein und 
rechnen wir gleich aus, so finden wir, dass die Gleichung 
der Curven gleicher Stromdichte 

(ä^) + idj) = ^^l>7^- = ^"^^'- 

oder Qi Q2 = const. wird, in welcher wir die Gleichung 
einer Lemniskatenschar mit den Brennpunkten y = o, 
X = +a erkennen. Man sieht, dass die Stromdichte am 
grössten ist in der Nähe der Quelle oder der Senke, und 
dass sie mit wachsender Entfernung von diesen abnimmt, 
Es möge hier noch beiiierl^t werden, dass man allgemein 
bei diesen Problemen Stromlinien und Curven gleicher 
Temperatur (bezw. gleichen Potentials) in ihrer Bedeutung 
vertauschen kann, die Curven gleicher Stromdiehte bleiben 
dabei ungeändert. Ist nämlich etwa f = const. die Gleichung 
der Isothermen, q> = con^U die der Stromlinien, also 

0^4x-Kg|dy = O, 

SO muss letztere Gleichung wegen der Orthogonalität über- 
einstimmen mit 



woraus dann 
und 
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ö— dx — 5— dy = 0, 
oy dx ^ 

8x dy' 8y dx 

U + wf'-' '*' 



da also q> der Laplaceschen Gleichung genügt, so gibt 
x> = (p eine mögliche Temperaturverteilung. 
Es ist aber auch 

Cw& + (l|)* = iH)' + (H)*' "^ "^^^ dieCurven 

gleicher Stromdichte ungeändert bleiben. «Die Vertausch- 
barkeit der Curvenscharen und die Unveränderlichkeit der 
Curven gleicher Stromdichte ist in dem eben behandelten 
Fall, bei dem eine Quelle und Senke vorhanden sind, für 
elektrische Ströme experimentell von Tschirjew *) be- 
stätigt worden. 



4. Eine linieDfftrmige Quelle. 

Die einfache Superposition führt nicht mehr unmittelbar 
zum Ziele, wenn es sich nicht um diskrete, punktförmige 
Quellen sondern um ganze Einströmungslinien handelt. *) 
Zu solchen Lösungen kommen wir aber mit Hilfe der 
oben erwähnten Methode mittels Funktionen einer complexen 
Variabelen. Nehmen wir etwa Z = aresin z^), wo 
Z = X + Yi, z = X + yi, so ist z = sin Z, x + yi = 



») Wied. Ann. 3, pag. 196. 1878. 

*) Zu diesem Resultat ist bezügl. der analogen galvanischen 
Aufgabe, während der Niederschrift meiner Dissertation auch Hr. 
J. Thomae gelangt. Leipz. Ber. S. 68—78. 1905. Beibl. z. Drudes 
Ann. 30, p. 35, 1906. 

') c. f. z. B. G. Kirchhoff, Vorl. über math. Physik I, Mechanik 
pag. 275. 
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sin (X + Yi) = sin X cos i Y + cos X sin i Y, oder wenn man 
statt der Ereisfunktionen hyperbolische einführt, definiert 

X —X Y , — Y 
durch ©in X = ® 1 , Sof Y = ®— ^-| 

X + y i = sin X Sof Y + i cos X ©in Y, das heiast, wenn 
man Reelles und Imaginäres trennt, x = sin X (£of Y, y = 
cos X ©in Y. Trennt man die Unbekannten X und Y, indem 
man die Gleichungen quadriert und addiert bezw. 
subtrahiert, so erhält man 

x' __ ^ _ . _x^ y' _ 1 .ox 



sin^X cos^X ' (£of ^ ^ ©in ^Y 

X = const. gibt eine Schar von confokalen Hyperbeln, 
Y = const. eine confokale Schar von Ellipsen, beide 
Scharen haben die Excentricität 1. Jede Curve der einen 
Schar wird von jeder der anderen Schar orthogonal ge- 
schnitten. Die Curven lassen sich also wechselseitig als 
Isothermen und Strömungslinien auffassen. Man erkennt 
unmittelbar, dass sich die confokalen Ellipsen zusammen- 
ziehen, wenn der Parameter abnimmt, auf eine Grade, 
die Verbindungslinie der beiden Brennpunkte. Diese 
Curve, oder wenn man der Schwierigkeit einer oo hohen 
Temperatur entgehen will, eine diese Grade sehr eng 
umschliessende Ellipse muss aber auch Isotherme sein, 
nehmen wir an, dass sie einer höheren Temperatur 
entspricht, als die weiter nach aussen gelegenen, so wird 
Wärme von ihr nach aussen strömen, also muss man, um 
die Temperatur konstant zu erhalten, die weggeflossene 
Wärme durch neue ersetzen, d. h. man muss die Grade 
zu einer Quelle machen. Die Hyperbeln würden sich auf 
die äusseren Teile der Verbindungslinie der Brennpunkte 
zusammenziehen, man hätte also hier 2 unendlich lange 
linienförmige Quellen. 
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B. Di« WirmdettoDgsgteicliuiig fflr anisotrope Platten. 

Haben wir es nicht mit isotropen Platten zu tun, so 
können wir nicht den einfachen Ansatz (4) gebrauchen, 
sondern müssen den allgemeinen (3) benutzen. Dass in 
anisotropen Platten, etwa Krystallplatten, in der Tat die 
Wärmeleitfähigkeit nach verschiedenen Richtungen ver- 
schieden sein kann, hat zuerst Senarmont *) nachge- 
wiesen, nach ihm haben viele andre Forscher Versuche 
darüber angestellt, zuletzt W. C. Röntgen*) und W. 
Voigt;*) letzterer hat auch sehr genaue Messungen der 
Coefficienten ausgeführt. Wenn wir wie früher wieder 
stationäre Strömung in sehr dünnen, homogenen, unendlich 
grossen Krystallplatten unter Vernachlässigung der Wärme- 
abgabe nach aussen sowohl durch Leitung als auch Strahlung 
betrachten, so bekommt unter Benutzung von (3) die 
Differentialgleichung (2) die Gestalt 

an g^ + (ai2 -^ a2i)^-^^ + a22 gy. == 0, . 

die wir mit zweckmässiger Benennung der Coefficienten 
schreiben können: 

K Ö'^^_^oK 8^^ , ^ 8*^ ^ 

14) bu ^ — ^ + 2bi2 H — p h b22 ^ — 5 = 0. 

Folgen wir bei der Behandlung dieser Gleichung 
G. Kirchhoff, ^) so führen wir ein neues Coordinaten- 
system ein durch die Transformationsformeln: 

8 X ... 8 X 

15) ■ x = gj.^+g^^, 



*) H. de Senarmont, Ann. de chim. et de phys. Ser. 3. XXI. 
p. 457, XXII., p. 179, Fogg. Ann. 73, p. J91; 74, p. 190; 25, p. 50 11. 
p. 482. 

2) W. C. Röntgen, Pogg\ Ann. 151, p. 603, 1874. 

3) W. Voigt, Wied. Ann. 60, p. 350, 189L 

*) G. Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik. Bd. IV. 
Theorie der Wärme, heraiisgeg. von M. Planck, pag. 46. 
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wo die Differentialquotienten konstante Coef ficienten sind ; 
es wird 



dx 01 0x + 0JJ 0x 







0^ 

8y~ 


0^01 , 
0s^ 0y • 


0^ 0»? 

01? 0y 








Nun ist 


0f 
0x 


0x 
"01 " 


= cos (x^) 


u. s, w. 


Man 


bemerkt, 


dass daher ö— > ö— 


dieselben 


linearen 


Funktionen 


von 



8-0' d^ 

ö-fc- , ^ — sind, wie x y von § /; ; also kann man die Trans- 
formation auf die neuen Coordinaten so vornehmen, als 

ob für ö — y ö — diG einfachen Transformationsformeln 

x^ 8 y 

u 8'^ 8'^ ß'^ 
galten. Ebenso sieht man, dass auch ^ — öj ö — ö— > ö — 5 

ö x^ X c7 y d y^ 

^. iu v 17 1.. 8'^ 8'^ 8'^ . A 

dieselben linearen Funktionen von örf^, q ?r q >"Q~i? sind, 

wie x^ xy y2 von ^^ |?; t^^^ dass man also zur Trans- 
formation auch für die Differentialquotienten die einfachen 
Formeln benutzen kann. Nehmen wir nun für die obige 
Transformation eine spezielle, bei der die Axen nur um 
den Winkel a gedreht werden, so können wir es durch 
passende Wahl dieses Winkels offenbar erreichen, dass 

in dem transformierten Ausdruck (14.) ein Glied mit 
g ^ g ^ 

T^-cr • TT- nicht mehr vorkommt. Dann nimmt Gleichung 

d§ dl] 

(14.) die Form an : 

l\ -^-^ + h ö-^ = 0, oder wenn wir ^ = ]/ j- setzen 




16j 



17) 



18) 
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und diesen konstanten Faktor unter das Differential nehmen : 



di* 



8 



(I)' 



Dabei kommt es darauf an, in welchem Quadranten man 
den Winkel « gewählt hat. Wenn für die Wahl in zwei 
getrennt liegenden Quadranten li und Aa gleiches Zeichen 
haben, so ergibt die Wahl in den anderen beiden Quadranten 
ungleiches Zeichen von h und I2 ; wir betrachten hier nur 
den ersten Fall, da der zweite zu keiner physikalisch 
möglichen Lösung führt. Jetzt hat die Gleichung die von 
uns früher untersuchte Form. Die erste Lösung pag. 16 
geht über in 

^ = — A log (? + C 

== C — A log {? = C — A log V(x*+~y2j 
= C - A log l/{|^ + (I)]. 

Die Isothermen werden gegeben durch ^* + (y) = const. 

Dies ist, wenn die Constante immer andre und andre 
Werte annimmt, die Gleichung einer Schar ähnlicher 
Ellipsen, deren Mittelpunkt der Nullpunkt des Coordi- 
natensystems ist und deren Axen in die Richtung der 
Coordinatenaxen fallen; das Axenverhältnis ist L Im 
Mittelpunkt selbst ist die Lösung wieder unbestimmt, man 
muss sich um ihn eine kleine Ellipse ausgespart denken, 
welche man auf constanter höherer Temperatur halten 
muss, der Nullpunkt wird also wieder in dem oben 
pag. 16 angegebenen Sinne als Quellpunkt fungieren. Man 
erkennt schon an diesem ersten Falle, dass man die Iso- 
thermen, welche den Lösungen der Gleichung 14 bezw. 
17 entsprechen aus denen, die der einfachen Gleichung 
J^ entsprechen, erhält, indem man die betreffenden 

Figuren in Richtung der Y-axe im Verhältnis 1 : y ver- 
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ändert, also dehnt, wenn A < 1 und verkürzt, wenn A > 1. 
Besonders einfach gestaltete Figuren erhält man in den 
Fällen, bei denen eine Richtung ausgezeichnet ist, wenn 
diese mit einer der Hauptwärmeleitungsaxen SH zu- 
sammenfällt. Liegt im Lemniskatenfall die Verbindungs- 
linie der beiden Brennpunkte in der Richtung der besseren 
Wärmeleitfähigkeit, so werden die Lemniskaten in dieser 
Richtung gedehnt erscheinen, anderenfalls gedrückt. Be- 
sonders bemerkenswert ist hierbei, dass die Tangente des 
Winkels, den die beiden Wendetangenten im Doppelpunkt 
bilden, anstatt ihres früheren Wertes 1 den Wert A an- 
nimmt. Liegt in dem Falle der Quelle und Senkstelle 
die Verbindungslinie dieser Stellen in der Richtung einer 
Hauptwärmeleitfähigkeit, so gehen die Apollonischen Kreise 
in Ellipsen über, deren Axenverhältnis offenbar A ist. 
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III, Allgemeines über die angewandte 
Demonstrationsmethode. 



Die im Vorigen behandelten speziellen Fälle schienen 
nun am leichtesten experimentell verifizierbar zu sein. 
Es handelte sich bei der folgenden Darstellung weniger 
darum, durch genaues Einhalten aller dazu nötigen Be- 
dingungen experimentell Isothermen darzustellen, die sich 
der Theorie möglichst anschlössen, zumal dies wohl bei 
den meisten Fällen auch kaum unter den angegebenen 
Vernachlässigungen ausführbar sein dürfte, sondern um 
eine auch auf grössere Entfernungen möglichst gut sicht- 
bare Demonstrationsmethode. Dazu benutzte ich auf An- 
regung von Herrn Prof. Dr. Richarz ein Verfahren, 
welches derselbe bei seiner Darstellung des Brechungs- 
gesetzes der Isothermen angewandt hatte ^); dies Ver- 
fahren benutzt die Verfärbung gewisser sogenannter 
thermoskopischer Substanzen bei einer gewissen Tempe- 
raturänderung*). 



A. Wärmeempfindliche Substanz. 

Auch ich gebrauchte die zwei Quecksilberdoppel- 
salze Cu8 J» 2 Hg Jg und 2 Ag J 2 Hg J« (bezogen von 
E. Kohl in Chemnitz). Das Jodkupferjodquecksilber 
zeigt einen jähen Farbumschlag von rot in schwarz bei 
circa 70^ C. Hat man etwa eine Platte auf eine noch 



1) F. Richarz, Natw. Rschau. XVII. p. 478. 1902. Marb. Sitz. 
Ber. vom 25. Juni 1902. 

") Zu Demonstrationszwecken überhaupt ist das Verhalten 
dieser Substanzen zuerst von Rebenstorff verwandt worden. 
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näher anzugebende Weise mit einem dünnen Überzug 
dieses Salzes versehen und erwärmt sie an einer Stelle, 
so sieht man eine mehr oder minder scharfe Grenze 
zwischen verfärbter und unverfärbter Substanz; kurz 
vor dieser Verfärbungstemperatur geht aber die hellrote 
Farbe schon in eine dunkelrote über, auch dieser Über- 
gang markiert sich als eine scharfe Grenze, die in einiger 
Entfernung von der anderen verläuft und eine etwas 
niedere Isotherme angibt. Lässt man das Salz erkalten, 
so bewahrt derjenige Teil der Substanz, welcher eine 
schwarze Farbe angenommen hatte, eine etwas dunklere 
Färbung, die erst nach einigen Tagen vollkommen ver- 
schwindet. Beim Jodsilberjodquecksilber liegen die Ver- 
hältnisse ähnlich, hier geht bei circa 45 ® C. die hellgelbe 
Farbe des Salzes in orange über, kurz vorher nimmt 
das Salz schon eine Nuance an, die zwischen dem 
zitronengelb und dem rotorange liegt ; das geschieht aber 
bei keiner scharf definierten Temperatur, wenigstens ist 
die Grenze, die man in der angegebenen Weise auf 
Platten erhält, ziemlich verschwommen und wurde des- 
halb nie zur Demonstration benutzt. 

Die Salze wurden in einer Reibschale zu feinem 
Pulver verrieben, was ohne Mühe geschehen kann, so- 
dann in einem Porzellanschälchen mit einem Lack ange- 
rührt, wobei man als Rührer ein umgekehrtes Reagenz- 
rohr benutzen kann; diese Tinktur lässt sich leicht mit 
einem Pinsel auf die herzurichtende Platte gleichmässig 
auftragen. Beim Jodsilberjodquecksilber muss man even- 
tuell mehrmals überstreichen, während beim Kupfersalz 
schon durch ein einmaliges Überstreichen ein hinlänglich 
deckender Anstrich erzielt wird. Man entfernt diesen, 
wenn man will, am leichtesten wieder von der Platte, 
indem man ihn mit einem scharfen Stahlwerkzeug weg- 
kratzt und die letzten Res^te mit Äther wegnimmt, bei 
Krystallplatten, deren Oberfläche durch dies mechanische 
Verfahren leiden könnte, wird man natürlich vorziehen, 

3* 
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nur Äther anzuwenden. Als geeigneten Lack habe ich 
aus einer Anzahl solcher eine Mischung von Bronze- 
tinktur und Copallack zu gleichen Teilen herausgefunden- 
Dieser Lack lässt sich gleichmässig auftragen, wodurch 
er sich z. B. vorteilhaft von Gummi arabicum, weissem 
Lack (Schellack in Alkohol), Zaponlack unterscheidet, er 
schwächt die hellrote Farbe des Kupfersalzes nicht ab, 
so dass der Kontrast zwischen dem verfärbten und un- 
verfärbten Salze dadurch nicht beeinträchtigt wird, wie 
das der sonst ganz brauchbare, nur ein bischen zu dick- 
flüssige Kopallack tut» Ausserdem hat er aber nicht, wie 
fast alle übrigen untersuchten, die Eigenschaft, die Zer- 
setzung der Quecksilbersalze zu fördern. Wenn man 
nämlich mit einem Anstrich versehene Metallplatten 
längere Zeit hindurch aufbewahrt, so macht man die 
Bemerkung, dass sich die Quecksilbersalze zersetzt und 
die Metallplatten, die als Grundlage dienten, amalgamiert 
haben. Abgesehen davon, dass hierdurch die Empfind- 
lichkeit der thermoskopischen Schicht etwas beein- 
trächtigt wird, könnten auch durch die Amalgamschicht 
Unregelmässigkeiten und Ungleichheiten in der Wärme- 
strömung und damit in den Isothermen entstehen. Im 
übrigen werden die meisten Metalle wohl (ich habe es 
bei Zn, Sn, Cu,Fe, Pb festgestellt) angegriffen. Der zum Auf- 
tragen benutzte Lack hat aber auch, was verhältnis- 
mässig überraschend ist, einen Einfluss auf die Ver- 
färbungsgrenzen, zwar sind immer 2 Grenzen vorhanden, 
die je bei einer bestimmten Temperatur liegen, aber die 
Schärfe besonders der bei der höheren Temperatur ge- 
legenen Grenze ist je nach der Auswahl des Lacks ver- 
schieden, ausserdem tritt die andre Grenze bald mehr, 
bald weniger hervor. Auch in dieser Hinsicht verhielt 
sich das benutzte Gemisch günstiger als etwa weisser 
Lack und Zaponlack. Die verschiedenen Arten von Lack 
untersuchte ich in der Weise, dass ich ein dünnes Messing- 
blech, an dessen einem Rand ein Messingrohr angelötet 
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war, mit nebeneinanderliegenden Anstrichen der in Be- 
tracht kommenden Tinkturen versah. Duich das 
Messingrohr strich heisser Wasserdampf; man konnte 
leicht einen stationären Zustand herstellen und sowohl 
die Lage als auch die Beschaffenheit der Verfärbungs- 
grenzen beobachten. Auf die Grenzen der Silberver- 
bindung ist die Wahl des Lacks kaum von Einfluss. 



B. Wärmeleitende Substanz. 

Was nun das Material zunächst für die isotropen 
Platten anlangt, so habe ich mich an solche aus Messing 
und Stahl in verschiedenen Stärken gehalten. Theoretisch 
ist ja eine unendlich dünne Platte erforderlich, damit 
sich unser Problem auf ein ebenes reduziert; es wäre 
aber wohl möglich gewesen, dass sich etwaige unver- 
meidliche Inhomogenitäten des Materials bei allzu dünnen 
Platten störend bemerkbar gemacht hätten, während dies 
bei dickeren Platten, bei denen es ja gleichsam nur auf 
den Mittelwert der Temperatur aus der ganzen Dicke 
ankommt, nicht zu befürchten war. Es zeigte sich nun 
aber experimentell, dass vielleicht eher das Gegenteil 
der Fall war, wenigstens habe ich bei dünneren Platten 
(bis 1 mm Dicke) nie Unregelmässigkeiten in den Con- 
turen bemerkt, während ich das bei dickeren zu 
beobachten glaubte. Da sich ganz dünne Platten (unter 
0,5 mm Dicke) wegen der allzu grossen Schwierigkeit 
des sauberen gleichmässigen Einlötens der als Wärme- 
quellen dienenden, weiter unten besprochenen Messing- 
röhren von selbst verboten, so habe ich zu den end- 
giltigen Versuchen Platten in einer Stärke von 0,7 bis 
1,0 mm benutzt. Bei Stahl hatte man den Vorteil, dass 
wegen der geringen Wärmeleitfähigkeit dieses Metalls der 
Temperaturabfall ziemlich jäh, die Verfärbungsgrenzen 
also sehr scharf ausfielen, dagegen konnte für Messing 
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oder überhaupt ein Metall mit hoher spezifischer Wärme 
geltend gemacht werden, dass die bei der Theorie unbe- 
rücksichtigte Wärmeausstrahlung und äussere Wärme- 
abgabe durch Leitung gegenüber dem Wärmeinhalt der 
Platte nicht so gross wären und daher grössere Ab- 
weichungen von der theoretischen Form der Curven 
nicht zur Folge haben würden. Wegen dieses Einwandes, 
der mir in der Tat Berechtigung zu haben schien, ausser- 
dem aber auch wegen der schwierigeren Reinigung von 
Stahlplatten habe ich meistens Messing den Vorzug ge- 
geben, zumal die Grenzen auch hier hinreichend scharf 
erschienen. Nur in einem Falle habe ich aus einem 
anderen Grunde (siehe weiter unten pag. 43) Stahl benutzt. 
Vor dem Bestreichen mit der thermoskopischen Substanz 
wurden die Platten mit Schmirgelpapier abgerieben; die 
dickeren Platten, die man, um sie zu richten, stark 
hämmern musste, wurden vorher gut ausgeglüht. 



€. Wärmequellen. 

Bei meinen Versuchen hatte ich es meistens mit der 
Darstellung von punktförmigen Wärmequellen zu tun. 
Diese wurden angenähert durch Röhren aus Messing 
mit 9 — 10 mm äusserem Durchmesser und etwa 0,5 mm 
Wandstärke. Die Abweichung von einem Punkt scheint 
ja so ziemlich gross zu sein, aber wie schon oben pag. 16 
angegeben, kann man ja, ohne etwas an dem Problem 
zu ändern, eine den Punkt umschliessende Curve, die 
sich theoretisch als Isotherme erweist, auf konstanter 
Temperatur erhalten. Die Abweichung einer solchen 
kleinen Isotherme von einem Kreis ist nun im Vergleich 
mit der ganzen Grösse der dargestellten Isothermenfigur, 
deren lineare Ausdehnungen doch immerhin mehrere 
Centimeter betrugen, ziemlich klein, so dass das Verhältnis 
nicht gar so ungünstig war. Bei den Metallplatten 
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wurden die Röhren möglichst gleichmässig in passende 
Löcher eingelötet, bei den Krystallplatten sassen sie satt, 
d. h. mit starker Reibung, darin. Bei ganz dünnen 
Krystallplatten kann man allerdings nicht so verfahren, 
ich schloss dann 2 Metallröhren an einer Basisseite durch 
ein Metallplättchen ab und klemmte zwischen diese 
Backen die betreffende Platte; es zeigte sich, dass bei 
dieser geringen Dicke (1,5 mm) die Vorrichtung genügte^ 
um einen hinreichend grossen Wärmestrom hervorzu- 
bringen; Bedenken, die etwa wegen der nicht gleich- 
massigen Durchwärmung der Platte entstehen könnten, 
sind wohl bei dieser geringen Dicke nicht schwerwiegend. 
Durch diese Metallröhren liess ich anfangs, wie Herr 
Dr. Seargent es schon getan hatte, heissen Wasser- 
dampf streichen, später ging ich jedoch zu elektrischer 
Heizung über. Zu dem Zweck schnitt ich auf Schiefer- 
griffel von grade brauchbaren Grössen (Länge etwa 14 bis 
18 cm, Durchmesser 5 — 6 mm) mit einer Dreikantfeile 
ein Gewinde von etwa 0,5 cm Ganghöhe ein, in dieses 
wurde fest eine Spirale von Manganindraht (0,4—0,6 mm 
dick) gelegt und natürlich, da Manganindraht ziemlich 
elastisch ist, an den beiden Enden gebunden, etwa mit 
dünnem Kupferdraht; man tut nun gut, jetzt den Draht 
zu erwärmen, was man bequem erreicht dadurch, dass 
man einen elektrischen Strom von 8 — 10 Ampere kurze 
Zeit dufch ihn hindurch schickt. Hierdurch nämlich 
verliert der Draht die grosse Elasticität und bleibt nun 
auch ohne Band im Gewinde liegen, man kann also den 
Bindedraht ganz entfernen, der durch sein Hervortreten 
beim späteren Hineinstecken der Heizspirale in die 
Messingröhre stören würde. Nun wurde der so herge- 
stellte Heizkörper in einen Streifen Asbestpapier (etwa 
5 cm breit) seiner ganzen Länge nach eingerollt, und 
zum Schutze gegen das Aufrollen wurde das Ganze mit 
etwas Zwirn oder dünnerem Draht umwickelt. So her- 
gerichtet wurde der Griffel in die Messingröhre gesteckt. 
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deren Länge so abgepasst war, dass an beiden Enden 
noch etwas von ihm hervorsah, wo er durch Reibung 
fest genug gehalten wurde. Gegebenenfalls konnte man^ 
indem man das obere hervorragende Ende mit etwas 
Asbestpapier umwickelte, ein Herausfallen des Heiz- 
körpers verhüten. Diese Art der Heizung hat den 
grossen Vorzug vor der durch heissen Wasserdampf, 
dass es mit ihrer Hilfe möglich ist, die Wärmequelle 
konstant zu halten und leicht durch Ändern des Stromes 
passend zu regulieren. Die Stärke desselben muss man 
selbstverständlich in jedem einzelnen Fall ausprobieren, 
ich habe Stromstärken bis 8 Ampere angewandt, die 
Spannung ini Institutsnetz beträgt 65 Volt; bei dickeren 
Platten braucht man mehr als bei dünneren. Da der 
Griffel ziemlich gleichmässig umwickelt war, so brauchte 
man nicht zu befürchten, dass die Wärmeabgabe nach 
allen Seiten nicht dieselbe war, eine kleine Ungleich- 
mässigkeit wäre wohl durch die Metallröhre ausgeglichen 
worden. Auch das Einlöten der Messingröhren konnte, wie 
sich durch den Versuch gezeigt hat, hinreichend gleich- 
mässig bewerkstelligt werden. 

Linienförmige Quellen, die bei den Fällen pp. 23 und 
28 vorkamen, erhielt man durch Aufsetzen oder Einlöten 
von Metallblechen, die elektrisch erwärmt wurden. Hier- 
zu wurden dieselben zuerst mit Asbestpapier umgeben, 
sodann mit ein paar etwa in 0,5 cm Abstand liegenden 
Windungen von Manganindraht versehen und schliesslich 
wieder mit Asbestpapier bedeckt. (Dies Verfahren eignet 
sich auch für die Erzeugung des stationären Wärmestroms, 
den man zur Demonstration der Brechung von Kraftlinien 
nach der Methode von Richarz benötigt, und ist von 
letzterem auch schon früher dazu benutzt worden.) 
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IV. Besondere Ausführung über die Darstellung 
der einzelnen speziellen Fälle. 



Ich gehe nun dazu über, die einzelnen Fälle und 
ihre experimentelle Verwirklichung gesondert zu be- 
schreiben. 



A. Isotrope Platten. 

Von geringem Interesse ist das Vorhandensein einer 
punktförmigen Wärmequelle in einer cx) grossen, homo- 
genen, isotropen Platte, die Isothermen sind natürlich 
concentrische Kreise. 

I. Zwei ponktförmise Qaelleo. 

Um den Fall zweier gleicher Quellen, über den schon 
Herr Dr. Seargent Versuche im Marburger physika- 
lischen Institut angestellt hat'), zu verwirklichen, nahm 
ich anfangs 0,7 — 1,0 mm dicke, 30 X 40 cm grosse 
Messingplatten und lötete symmetrisch zwei 12 cm lange 
Messingröhren, deren äusserer Durchmesser 9 — 10 mm 
und deren Wandstärke etwa 0,5 mm betrug, senkrecht 
zur Platte ein, so dass ihre Centren 6 cm von einander 
abstanden; die Verbindungslinie der Centren war natür- 
lich der längeren Kante parallel. Um die Wärmequellen 
gleich zu machen, liess ich zuerst Wasserdampf durch 
die beiden Röhren streichen. Der in einem kleinen 
kupfernen Kesselchen entwickelte Dampf wurde durch 
eine Glasröhre und einen Schlauch einem T-stück aus 



») Siehe F. Richarz. Marb. Sitz. Ber. Dezember 1903. p. 96. 



42 



Messing zugeleitet, das ihn gleichmässig auf die beiden 
Röhren verteilte. Es war aber nötig, dass man den ab- 
strömenden Dampf vor der Condensation erst vereinigte 
und ihn sich vefeinigt durch eine Kühlschlange con- 
densieren Hess; denn es zeigte sich, dass auch nur eine 
äusserst geringe Druckverschiedenheit in den zwei 
Leitungen die gleichmässige Verteilung des Wasserdampfes 
im T-Stück erheblich störte. Später versuchte ich die 
zwei gleichen Wärmequellen durch zwei vollkommen 
gleich gebaute elektrische Heizquellen darzustellen. Zu 
dem Zweck wurden aus einer Anzahl Schiefergriffel, die 
zusammen gekauft worden waren, von denen man also 
annehmen konnte, dass sie aus demselben Material her- 
gestellt seien, 2 gleiche ausgewählt und mit Gewinden 
von gleichvielen Gängen und gleicher Ganghöhe ver- 
sehen. Auch alle anderen in Betracht kommenden Ver- 
hältnisse, Länge und Stärke des Manganindrahtes, Grösse 
des zum Einwickeln benutzten Asbestpapiers wurden 
gleich gewählt. Die Gleichheit des Stroms bewirkte 
man durch einfaches Hintereinanderschalten der beiden 
Heizspiralen. Es zeigte sich nun bei den Versuchen an 
den Curven, dass wirklich diese beiden Heizröhren den 
Ansprüchen genügten. Nachdem die Platte, die auf drei 
an einem Dreifuss befestigten Korkstückchen in horizon- 
taler Lage ruhte, in der angegebenen Weise mit der 
Silberverbindung überstrichen war, regulierte ich den 
Strom so, dass, bei dem stationären Zustand, der sich 
nach einiger Zeit (5 Minuten genügen meistens vollkommen) 
einstellt, die Verfärbungsgrenze gerade die eigentliche 
Lemniskate ergab. Diese Curve zeichnete ich mit 
einem spitzen Bleistift nach. Freilich wird der mittlere 
Teil der Figur, also die Umgebung des Doppelpunktes, 
des geringen Temperaturgefälles an dieser Stelle wegen 
so wenig scharf, dass ein Nachzeichnen nicht angängig 
ist; ich habe hier die Lücken in den Curvenlinien durch 
gerade Linien ergänzt, da ja theoretisch auch diese Teile 
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der Curve nicht viel von Geraden abweichen. Sodann 
trieb ich durch Anwendung eines stärkeren Stroms die 
Curve weiter, bis die Einschnürung der Lemniskaten 
eben verschwunden war, auch diese singulare Curve 
wurde mit dem Bleistift nachgezeichnet und der Anstrich, 
der ausserhalb von ihr lag, mit einem spitzen Stahl- 
instrument weggekratzt. Da aber aus dem Überzug beim 
Einschneiden leicht ganze Stückchen wegspringen, so tut 
man, um eine möglichst glatte Begrenzung zu bekommen, 
gut, zuerst ihn nur bis in einer Entfernung von ^/2 bis 
1 mm von der Curve zu entfernen, und dann 
durch eine mehr reibende Bewegung in der Richtung 
der Curvenlinie sich dieser allmählich zu nähern. Über- 
streicht man nun das Innere der eigentlichen Lemniskate 
mit der Kupferverbinduug und reguliert dann die Strom- 
stärke so, dass die Verfärbungsgrenze im Roten nicht 
bis an die eigentliche Lemniskate heranreicht, so wird man 
im gelben Teil eine Verfärbungsgrenze wahrnehmen, die 
auch nicht bis an die Grenze des gelben Anstrichs reicht. 
Bei den angegebenen zuerst benutzten Grössenverhält- 
nissen war allerdings kaum etwas von der schwarzen 
Fläche zu bemerken, wenn sich der gelbe Teil schon 
fast bis an seine Grenze orange gefärbt hatte. Um dies 
Verhältnis zu ändern, entfernte ich die Quellen etwas, 
so dass ihre Centren 8 cm abstanden und, als dies Mittel 
zwar half, aber doch recht wenig, wandte ich Stahlplatten 
von 0,7 — 1,0 mm Dicke in derselben Grösse 30 X 40 cm 
an, bei denen ja die Verfärbungsgrenzen des schlechteren 
Wärmeleitungsvermögens des Stahls halber näher bei- 
sammen liegen müssen. In der Tat gelang es so, die 
gewünschte Grösse der Curven zu erhalten. Auf diese 
Weise konnte man dann auf einer Platte die zwei sin- 
gulären und die zwei übrigen verschiedenen Formen der 
Schar (und zwar die einen, die aus zwei getrennten 
Stücken bestehen und durch die Grenze im Roten 
markiert waren, und die andren biskuitförmigen mit 
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einer Einschnürung durch die Grenze im Gelben gegeben) 
anschaulich machen. Freilich ergab sich, dadurch dass 
man gewisse Strecken mit dem Cirkel abgriff, dass die 
Curven von mathematischen Lemniskaten abwichen, was 
ja bei der Nichtbeachtung der Wärmeverluste durch Leitung 
und Strahlung nur natürlich ist. Die entsprechenden 
Grössen in den einzelnen Quadranten stimmen auf 6**/o 
etwa überein. Man könnte vielleicht meinen, dass man 
sich das Markieren der inneren schlichten Lemniskate 
hätte sparen können, wenn man den ersten Anstrich mit 
Jodkupferjodquecksilber ausgeführt hätte, weil ja dann die 
Grenze sich einige Zeit erhält; aber diesem Gewinn steht 
wieder die mühselige Arbeit des Wegkratzens gegenüber, 
denn dies muss man dann mit dem ausserhalb der Curve 
gelegenen Anstrich tun, da die gelbe Farbe des Jodsilber- 
jodquecksilbers die rote des Kupfersalzes nicht, wie um- 
gekehrt, gut überdeckt. 

Man kann aber ohne eine solche, mit einiger Mühe 
hergestellte Platte auch mit einer einfachen Platte, die 
nur etwa mit einer der Substanzen überstrichen ist, 
alle die verschiedenen Formen der Lemniskatenschar 
demonstrieren, zwar nicht gleichzeitig nebeneinander, aber 
doch kurz nacheinander, wenn man, wie im Vorigen kürz 
angedeutet ist, die Platte langsam anheizt; dann werden 
um die Quellen zuerst die beiden Ovale erscheinen, sie 
werden sich nach der Mitte zu rasch nähern, wo- 
bei man im Moment des Zusammentreffens der beiden 
Stücke die eigentliche Lemniskate erhält. Es folgen dann 
die Biskuitform und unter allmählichem Verschwinden 
der Einschnürung die ellipsenähnlichen Figuren. Dass 
man es dabei nicht mit eigentlich stationären, sondern 
nur mit angenähert stationären, quasistationären Zuständen 
zu tun hat, macht für die Form der Figuren nicht 
viel aus. 



Anmerkung zu Zeile 2 v. o. Siehe Fig. 1 auf Seite 18. 

Schon der direkte Anblick zeigte eine Abweichung von der 
Theorie; die beiden Zweige der eigentlichen Lemniskate standen 
in dem Doppelpunkte nicht genau senkrecht aufeinander, vielmehr 
yaren die im Inneren der Schleife liegenden Winkel ein wenig grösser 
als rechte. 
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2. Zwei linieaförinise Qoelten ond Senken. 

Bei dem Fall (siehe p. 25) der quadratischen Platte 
umgab ich eine 20 cm lange und 10 cm breite Messingplatte 
an den Enden auf je 5 cm Länge mit Asbestpapier und 
Manganindraht, so dass dazwischen ein quadratischer 
Raum von 10 X 10 cm frei blieb; wenn ich jetzt die 
Platte durch die Hitzdrähte erwärmte, so fand sich, dass 
die entstehenden Isothermen ziemlich nahe dem Rande 
der Platte verliefen, dass also die Ableitung der Wärme 
durch die Kanten der Platte, die ja hierbei als Senk- 
stellen dienten, nicht gross war ; es wurden deshalb an 
diese zwei 10 cm lange und 8 cm breite Kupferblech- 
streifen senkrecht nach unten angelötet und bis nahe an 
die Lötstelle durch strömendes Leitungswasser gekühlt; 
durch geeignete Wahl der Stromstärke konnte man es 
nun erreichen, dass man die beiden Winkelhalbierenden 
als Curven der Verfärbung erhielt. Nun kann man die 
Winkelräume, die an den Quellen liegen, mit dem roten 
Salz bestreichen. Wendet man dann einen etwas 
stärkeren Strom an, so erhält man im roten Teil eine 
Hyperbel der ersten Schar, im gelben Teil eine der 
zweiten Schar. 



3. Eine panktförmise Quelle und Senke. 

Bei dem Fall der einen Quelle und Senkstelle be- 
schränkte ich mich darauf, wie im Teil I angegeben, die 
Senkstelle dadurch zu ersetzen, dass ich eine Gerade auf 
konstanter Temperatur erhielt, und nur die Quelle durch 
eine Heizröhre darzustellen.' Einige Versuche habe ich 
zwar auch mit einer punktförmigen Senke gemacht, 
welche von einer durch Leitungswasser gekühlten 
Messingröhre dargestellt werden sollte. Jedoch hatten 
diese Versuche kein schönes Resultat, wohl deshalb, weil 
die unterwegs in der Platte durch Leitung und Strahlung 
verloren gegangene Wärme die durch die Senke ent- 



Anmerkung zu Zeile 2 V. 0. Siehe auch Fig. 2 auf Seite 24. 
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nommene beträchtlich überwiegt. (Günstiger würden sich 
wohl die Verhältnisse gestalten, wenn man statt des 
Wassers abgekühlten Alkohol oder gar flüssige Äther- 
kohlensäure verwenden würde.) Zunächst versuchte ich das 
erstere durch eine an den Kand einer Messingplatte ge- 
lötete Messingröhre, durch die kaltes Wasser strömte, zu 
erreichen, es erschien mir aber besser und einfacher, die 
Platte senkrecht und mit dem unteren Ende in kaltes 
Wasser zu stellen. Ich bestrich also eine Messingplatte, 
die eine Wärmequelle von der oben beschriebenen Form 
besass, mit Jodkupferjodquecksilber und stellte sie in eine 
Wanne mit Wasser, deren Inhalt durch frisches Leitungs- 
wasser stets erneuert und auf gleicher Höhe erhalten 
wurde, dadurch, dass unter dem Wasserspiegel ein Zu- 
fluss sich befand, der das durch einen höher liegenden 
Abfluss ausfliessende Wasser ersetzte. Ein Stück der 
vorderen Wand der Wanne war herausgeschnitten und 
durch Glas ersetzt, damit man die Curven nicht nur von 
schräg oben, sondern auch von vorn betrachten konnte. 
Hier war es nun zw^eckdienlich, die Platte gleich mit der 
Kupferverbindung zu versehen, eine Grenze also sich 
selbsttätig aufzeichnen zu lassen, da man bei dieser Art 
der Aufstellung die Grenze nicht gut mit einem Blei- 
stift nachziehen kann; wie oben angedeutet, wurde 
ausserhalb dieser Curve das rote Salz weggekratzt und 
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Wasser 
fig. 3. Der Grenzkreis rot/orange teilt 2 AB fast in dem Vertiältnis 3:1 harmoniscti. 
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durch gelbes ersetzt. Da hier ja alle Curven ähnlich, so 
hat man wohl kaum nötig, als Grenze auch des gelben 
Anstrichs eine Isotherme zu nehmen. Die ungefähren 
Grössenverhältnisse werden durch Figur 3 gegeben. 



4. Eine liaienförmise Qaelle. 

In dem nun folgenden Fall, p. 28, der eine linien- 
förmige Quelle erfordert, wurde eine 0,7 mm dicke 
18 X 25 cm grosse Messingplatte in der Mitte mit einem, 
der längeren Kante parallelen, 4 cm langen, ausgefrästen 
Schlitz versehen, in den ein Kupferblechstreifen von 
10 cm Länge und 1 mm Dicke, der eine Heizvorrichtung 
trug, bündig eingelötet wurde, d. h. also so, dass derselbe 
an der einen Seite nicht hervorsteht. Damit die Kanten 
des Streifens nicht zuviel Wärme nach aussen abgaben, 
wurden sie noch besonders mit etwas Asbestpapier um- 
geben, das man mit Gummi arabicum festkleben kann. 
Mit dem Anstrich verfuhr man, wie im Lemniskatenfalle, 
da man ja auch die Art der Aufstellung geradeso treffen 
konnte. Über die Grössenverhältnisse gibt die Figur 4 




Fig. 4. 
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Auskunft. Man erkennt deutlich die Eigenschaft con- 
fokaler Ellipsen, an den Schnittpunkten mit der grossen 
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Axe enger zusammen zu liegen als an denen mit der 
kleinen Axe. Ich habe auch schon versucht den analogen 
Fall der confokalen Hyperbeln zu verificieren. Um die 
gegenseitige Beziehung zwischen den beiden Curven- 
scharen hervortreten zu lassen, nahm ich eine gleich grosse 
und gleich dicke Messingplatte, liess nun die im vorigen 
Falle durch den Schütz repräsentierte Linie unversehrt; 
dagegen wurden die Verlängerungen dieser Linie bis zu 
den beiden Rändern ausgefräst und in ähnlicher Weise 
2 gleich grosse Kupferblechstreifen bündig eingelötet. 
Die Gleichwertigkeit ihrer Heizkörper suchte man wieder 
dadurch zu erreichen, dass man alle in Betracht kommen- 
den Grössen — Dicke, Länge und Breite der isoherenden 
Papierstreifen, Lage, Stärke und Länge des Manganindrahtes 
— gleich wählte und die beiden Heizkörper wieder hinter- 
einander schaltete. Doch sind diese Versuche bisher 
noch nicht ganz geglückt, es bereitet bei dieser Anord- 
nung auch das Einlöten der Kupferblechstreifen ziemliche 
Schwierigkeiten. Es ist wohl sicher, dass das Postulat 
der Theorie, ins Unendliche sich erstreckender Quell- 
linien, stets allzuwenig erfüllt ist. 



B. Anisotrope Platten* 

Bei den anisotropen Krystallplatten hat man sich 
natürlich nach den gerade zur Verfügung stehenden 
Stücken zu richten. Ich benutzte als wärmeleitende 
Substanz Gips, bei dem ja nach S6narmont und andren 
Forschern das Verhältnis der beiden in der Ebene der 
leichten Spaltbarkeit liegenden Wärmeleitungsaxen ziem- 
lich viel von 1 abweicht. Mir stand eine 9 mm dicke 
Platte von sicilianischem, wasserhellen Gips ohne Sprünge 
(bezogen vom Mineraliencomptoir D. Blatz in Heidel- 
berg), deren ungefähre Gestalt in etwa V« der natürlichen 
Grösse die Figur 5 veranschaulichen soll, zur Verfügung. 
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Fig. 5. Gipsplatte: eine Quelle; ähnliche Ellipsen. Die gestrichelte Linie bezeichnet 

eine, die strichpunktierte die andre Spaltungsrichtung, und zwar erstere die rausch- 

ligen, letztere die faserige Spaltbarkeit. 
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Bei anisotropen Platten bildet der sonst triviale Fall 
einer Wärmequelle schon grosses Interesse. Mit einer 

^^ 4 

Anmerkung: In Figur 5 sind nur die gestrichelte Kante und 
der strichpunktierte Sprung auf der Platte wirklich scharf gegeben 
die anderen Kanten sind unregelmässige Brüche. Der muschelig-e 
Bruch (gestrichelte Kante) entspricht der Fläche (100), der faserige 
Bruch (strichpunktierte Linie) den Flächen (111) und (TIl) die 
rechte von oben nach unten veriaufende Kante der Platte der 
Fläche (1 1). Die Fläche der Platte selbst ist (0 1 0). 
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Bohrmaschine wurde in die Platte ein Loch gebohrt, so 
dass eine Messingröhre von 1 mm äusserem Durehmesser 
fest darin sass. Man muss beim Bohren die Platte sehr 
fest halten (mit 2 Händen, während eine 2. Person die 
Bohrmaschine bedient), weil das Bohrloch Neigung hat, 
zur Seite auszuweichen. Mit dem Anstrich und dem 
Markieren der Curven (ähnlicher Ellipsen) wurde wie 
beim Lemniskatenfall verfahren. In Figur 5 erkennt 
man auch den charakteristischen Unterschied gegen- 
über den confokalen Ellipsen in Figur 4, dass näm- 
lich die ähnlichen Ellipsen an den Schnittpunkten mit 
der kleinen Axe näher zusammenliegen, als an denen 
mit der grossen Axe. Die von Angström Pogg. 
Ann. 86, p. 206 beobachtete verschiedene Lage der 
Ellipsenaxen bei verschiedenen Temperaturen konnte ich 
bei der geringen Differenz der Verfärbungstemperaturen 
der beiden Salze und, da die Lage der Axen nach 
dem Augenmaass geschätzt werden musste, nicht be- 
obachten ; vielleicht wird man das können, wenn man 
diese Methode mit der Voigtschen verbindet. Bei 
dünneren Platten benutzte man die oben p. 39 erwähnte 
Vorrichtung und klemmte diese Platten zwischen zwei 
Heizröhren, deren Enden durch Metallpfropfen verschlossen 
waren; so erhielt ich bei einer Platte von 1,5 mm Dicke 
und etwa 15 X 10 cm Grösse Isothernienfiguren in hin- 
reichender Grösse (ca. 12 qcm). Freilich leidet die Platte 
zwischen den Backen dadurch, dass sie Krystallwasser 
verliert. Überhaupt verliert ja Gips schon bei ziemlich 
niedriger Temperatur Krystallwasser, wodurch das 
Material undurchsichtig wird; bei den angegebenen Ver- 
suchen sieht man, wie schon Senarmont erwähnt, 
Ellipsen von undurchsichtigem Gips um die Quelle aus- 
gebreitet. Ich bemerkte aber bei der 9 mm dicken Platte, 
dass sich die Undurchsichtigkeit nur auf eine ganz dünne 
Oberflächenschicht erstreckte und nur auf der von dem 
Anstrich freien Seite vorhanden war. Bei einer anderen 
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Platte bestrich ich auch die Unterseite mit einem, aber 
ungefärbten Ijack (es war Copallack) und wirklich zeigte 
sich, dass nun die Krystallplatte klar blieb. 

Mittels Isothermen demonstrierten schon De la 
Kive und Decandolle sowie später H. Knoblauch') 
die verschiedene Wärmeleitfähigkeit des Holzes in den 
verschiedenen Richtungen. Wenn man die in dieser 
Arbeit angewandte Methode benutzen will, so kann man 
am einfachsten, wie es Herr Prof. Richarz schon seit 
einigen Jahren in der Vorlesung tut, in ein parallel der 
Faser geschnittenes und mit dem Jodsilber jodquecksilber 
bestrichenes Holzblöckchen ein Loch bohren, in das ein 
erwärmter Metallbolzen hineinpasst. Es entstehen Iso- 
thermen von elliptischer Form, deren grosse Axe parallel 
der Faser ist. In diesem Fall hat man es allerdings 
nicht mit einem stationären Zustand zu tun, einen 
solchen kann man herstellen, wenn man ein Holzbrettchen 
wie die Krystallplatte mit einer Heizröhre versieht und 
es mit der thermoskopischen Substanz bestreicht. Die 
entstehenden ellipsenförmigen Curven sind natürlich 
nicht ganz regelmässig und je nach der Art des Holzes 
in ihren Grössen Verhältnissen verschieden. Freilich ver- 
kohlt das Holz nach ein paar Versuchen in seinen 
der Metallröhre anliegenden Teilen, aber es erfordert 
nur geringe Mühe, die Heizröhre in ein neues Brettchen 
zu stecken. 

Ich habe auch schon versucht, die Verhältnisse bei 
zwei Wärmequellen in einer Krystallplatte zu prüfen; 
diese Versuche sollen fortgesetzt werden. 



') H. Knoblauch, Pogg. Ann. 105, p. 623, 1858. 
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V. Schlussbemerkungen. 



Es wurde auch versucht, die Darstellungen photo- 
grapliisch festzuhalten. Freilich sind die Farben nicht 
geeignet, um Unterschiede hervortreten zu lassen; es 
war zu erwarten, dass besonders die Grenze, die in 
Wirklichkeit am schärfsten ausgebildet ist, die Grenze 
zwischen rot und schwarz, auf dem photographischen Bilde 
am wenigsten gut sichtbar sein würde. Obwohl man da- 
her mit orthochromatischen Platten und Gelbfilter ar- 
beitete, wollte es nicht gelingen, brauchbare Photographien 
zu erhalten. 

Auf Veranlassung von Herrn Prof. Dr. Richarz 
wurden diese Versuche im physikalischen Institut der 
Universität Marburg i. H. ausgeführt. Es drängt mich, 
für diese Anregung und für die bei der Anfertigung der 
Arbeit in liebenswürdigster Weise erteiltenRatschläge meinem 
hochverehrten Lehrer meinen herzlichsten Dank zusagen. 
Auch dem Assistenten des Marburger Physikalischen In- 
stituts, Herrn Dr. Seddig, verdanke ich manchen Rat- 
schlag, insbesondere aber bin ich ihm für seine freundliche 
Unterstützung bei den photographischen Versuchen zu 
o'rossem Danke verpflichtet. 




Lebenslauf. 



Als Sohn des Mtihlenbesitzers Joseph Hess wurde ich, 
Otto Hess, israelitischen Bekenntnisses, am 24. März 1882 
zu Cassel geboren. Nachdem ich meine erste Schul- 
bildung in der Städtischen Vorechule erhalten hatte, be- 
zog ich im Alter von 9 Jahren das Friedrichsgymnasium 
(Lyceum Fridericianum) zu Cassel, welches ich Ostern 
1900 mit dem Reifezeugnis verliess, um Mathematik und 
Naturwissenschaften zu studieren. Ich verbrachte das 
Sommer-Semester 1900 in Heidelberg, das Winter-Semester 
1900/01 und Sommer-Semester 1901 in München und das 
Winter-Semester 1901/02 und Sommer-Semester 1902 in 
Berlin. Vom Herbst 1902 an hielt ich mich in Marburg 
auf; im Physikalischen Institut beschäftigte ich mich mit 
der vorliegenden Arbeit. Am 5. Juli bestand ich das 
Examen rigorosum. Meine akademischen Lehrer Avaren: 
in Heidelberg: Quincke, Königsberger, Krafft, Koehler, 

Valentiner, Wolf; 
in München: Röntgen, Lindemann, Pringsheim, Döhle- 

mann, v. Weber, v. Baeyer, Lipps^ Woerner, v. Heigel : 
in Berlin : Warburg^ Blasius, Krigar - Menzel, Planck, 

H. A. Schwarz, Frobenius, Landau; 
in Marburg: Richarz, Feussner, Schulze, Hessf, Hensel, 

V. Dalwigk, Blumenthal, Zincke, Cohen, Natorp, 

Bauer, Schwantke. 

Ihnen allen danke ich an dieser Stelle herzlichst. 
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